Wahr Formelsammlung v.o7

Ereignisraum:

Sei Q ein endlicher Ergebnisraum :

(1)  Jede Teilmenge Avon Q heifit Ereignis

(2) Atritt ein, wennsich ein Ereignis w € Q einstellt das in A enthalten ist.
(3) Die Menge P(Q)aller Ereignisse heif3t Ereignisraum.

Rechengesetze der Mengenalgebra:

Kommutativgesetz:
Assoziativgesetz :

ANB=BNA; AUB=BUA
(ANB)NC=AN(BNC)
AU(BUC)=A4U(BUC)

Distributivgesetz: AN(BUC)=(ANB)U(4ANC)
AU(BNC)=(4UB)N(4UC)

Absorbtionsgesetz: AN(AUB)=A4,;AU(ANB)

Gesetzvon de Morgan : ANB=AUB; AUB= A al B

Gesetz fiir Komplemente: A NA=0;AUA=Q; A

Die mathematische Wahrscheinlichkeit
Laplace — Experiment :  Wenn alle Ergebnisse w des endlichen Ergebnisraum Q={w,
5 s W, } gleichmdfig auftreten.

Anzahl der Fille bei denen A eintritt _ 4|

P(A)= Pla)y=14
4 Anzahl aller mdgl. Ereignissen () Q|

P(Q)=2"

statistischeW.: P(4)=lim h,(A) GeometrischeW.: P(A ):M
ne Gesamtlinge

Eigenschaften von WahrscheinlichkeitsmaRen

(1) P(A)+P(4)=1

(2) P(@)=0

(3) AcB-P( )S (B) (Monoloniegesezz)
(4) P(AUB)=P(A)+P(B)—P(4NB)

n
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wed
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Wahrscheinlichkeit unter einer Bedingung

Wabhrscheinlichkeit von Aunter B
Ist Bein Ereignis mit P(B)#0und A ein Ereignis , dann heift :
P(ANB)
Py(A)=———
W A)==5 3)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der Bedingung ) B.

Produkisatz: P(ANB)=P(B)*P,(A4)
P(ANBNC)=P(B)*P4(A)*P 4 (C)
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Sei Q ein Ergebnisraumund sei A, , .., A, eine Zerlegung von Q

(d.h. A, ..., A, paarweiseunvereinbarund y A=)
i=1

Menge Aund B Teilmengevon M
Komplement: A={x€M :x& A} nicht A"
Vereinigung: AUB={x€M :x€Aoderx€B}"A oder B"
Durchschnitt: ANB={x€M :x€ Aund x€ B}"A und B"

Relative Haufigkeit:
Tritt ein Ereignis A bei n Zufallsexperimenten k-mal ein, so heiBt#,(A)=k/n
die relative Haufigkeit des Ereignisses A in dieser Versuchsfolge.
Eigenschaften:

0<h,(4)<1

h,(AUB)=h,(A)+h, (B)—h (4NB)
h,(AUB)=h (A) (B) falls AUB=0
h,(4) Zh (w)

h,,(il)—l—h"(A)

Axiomatische Def. der Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff

Axioml: P ,>0(Nichtnegativitit)

Axiom2: P, =1(Normierung)
Axiom3: ANB=@— P(AUB)P(A)+P(B)(Additivitit)
Bez.: P: P(w)—R Wahrscheinlichkeitsmaf3

P(A)Wahrscheinlichkeitvon A ; (w, P)Wahrscheinlichkeitsraum

Additionssatze

n=2 P(AUB)=P(A)+P(B)-P(4ANB)

n=3 P(AUBUC)=P(A4)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

allg. P(;j A,):i P(A —i P(4N4)+ z P(4NnA,NA)+(=1) 'P(4,n4,N...04,)
i=1 i=1 i j=1 i, jk=1

i<j i<j<k

Eine auf einen endlichen Ereignisraun® (£2) defenierte Funktion P ist ein
Wabhrscheinlichkeitsmalf} {ibex2, wenn fiir die Elementarereignisse{ w }, w € Q gilt :
(1) 0=P({w}

)21 firallewe? (2) Y. P({w})=1

weQ

=Y P({w})

wed

(3) P(@)=0

Zufallszahlen

Monte—Carlo—Methode :  Berechnung von Wahrscheinlichkeitendurch
Simulation von Zufallsexperimente mit Hilfe von Zufallszahlen.

Erzeugung: (1) Laplace—Miinze Wappen:=1; Zahl :=0
Serie: 1000 1100 1001 0000 1011 0111
8 2 9 0 H 7

(2) Zufallstabellen: 62654, 70882, 77855,..
(3)T—PacsalZg.:  y,., (y”*134775813+1)mad 2" (y, belieb. Startwert)
Bedi fiir Zufallszahlen :

Definition :
a) h,(0)=h,(1)~h,(2)~..~h,(10)~1/10 Eineirrationale Zahl

b) h,(00)~h,(01)~h,(02)~..~h,(99)~1/100 heif3t normal , wenn jede endliche
¢) h,(000)~h,(001)~h,(002)~ ..,%h (999)~1/1000  Zahlenfolge gleich héufig vorkommt.

Laplace Experiment im Urnenmodell

Ziehen ohne Zuriicklegen : Ziehen mit Zuriicklegen :

P(X:S)ZM Plx=s)(")« % S|
i (-2

N

N= gesamtzahl der Kugeln

= gesamtzahl der schwarzen Kugeln

n= gesamtzahl der gezogenen Kugeln

s=  gesamtzahl der gezogenen schwarzen Kugeln

Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten mit B-diagramm

1. Pfadregel Die Wahrscheinlichkeit das in einem Baumdiagramm
ein bestimmter Pfad durch laufen wird ist gleich dem Produkt
der Wahrscheinlichkeiten lings des Pfades.

?\P»\ P,(B) P,,,N<C>

2. Pfadregel: Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der Summe
der Wahrscheinlichkeiten der Pfade die dieses Ereignis bilden.

Formel von Bayes
Sei A, , A, eine Zerlegungvon Qund B ein Ereignismit P(B)#0.
A4 Danngilt fiir jedes A :

Siirn=2 A
P (4)= P(A4)*P (B) ;1
s P(A)xP ,(B)+P(A)*P(B)

P(d)= "P(AL)*PM(B)

i
2 P(4)xP,(B)
J=1 Medizin: B=Sympton,; A,=mdigl. Krankheit :

P(4,)=  W. fiirdas Aufireten der Krankheit.

P (B)= Bedingte W. fiirdas Aufireten von B.

Py(4,)=W. fiirdasvorliegend. Krankheit falls B eintritt.
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stochastische Unabhéangigkeit von 2 Ereignissen ZufallsgroBen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Sei Q2 Ergebnisraumeines Zufallsexperimentes.
Die Ereignisse Aund B heiffen (stochastisch) unabhdngig in(Q, P)wenn Eine Funktion X : Q— R, w— X (w) heifit ZufallsgroBe( Zufallsvariable)
P(ANB)=P(4)*P(B) diskret, falls w abzihlbar
A, Bstochastischunabh. <=>{ stetig, falls w iiberabzihlbar

P,(B)=P(B) w={X(w):wEQ}=Wertemengevon X (wcR) Xheiﬁt[

Py(4)=P(4) Sei(Q, P)W.—raumund X : Q— R eine Zufallsgrifie :
(1) A, Bunvereinbar<=>ANB=8 P(X=a)=P(%h{weQ: X (w)=a})ac€w
Es gilt fiir jedes PEQP(AUB)=P(4)+P(B) Pla<X<b)=P(%{weR:a<X(w)<b})
V=P . N
(2) A, Bunabhingig€(Q, P)<=>P(ANB)=P(A)*P(B) P(X=c)=P(s{we: X(w)sc})
W.verteilungen diskreter ZufallsgréoBen Graphische Darstellung diskreter W.-verteil.
Sei X diskrete Zufallsgrfe auf (2, P)mit Wertemenge W ={x, x, ,}cR Bsp: Rouleit 1 € auf 1 DutzendGegvingt: X:{0..36} X(w):{zféwf){ljt’lz>]
‘ Xa, tab- —1€, sons
N 1], f(x,)=P(X=
f:w=l01], f (x)=P(X=x) diagramm Zerlegung eines Intervalles|a,b]

heif3t(diskrete) Wahrscheinlichkeitsverteilung von X mitw<|a,blindisjunkte Teilintervalle

P(a2<x<a3)=25/37=h(a3—a2)

fo | 25 12

P(X=x)| 37 37

Histogramm

Dichtefunktion Beispiel Verteilungsfunktion diskreter Zufallsgr.
ligemein : d(x):P(a,<XSa,H) F.'IRﬁ[O,l],F(x):P(XSx):z f(x) x,€w  heifitdiskrete Verteilungsfunktion.
A4 X
A Man bestimme zu der Zufallsgrifie X = Anzahl der Richtigen (i) bei einen Tipp im Lotto 6 aus 49
X ‘(—2,5 ,0.,5] ‘ (0,5,3,5] ‘ sonst ‘ 1 (6)( 5 'Rﬁ?.(?gh;?" o ) 5 3 Verteilungsfkt.
12 fixi) = —
25 vl A¢ | i\6— ) P(X=i) 0,44 | 041 [0,13[0,0018
d(X)‘ = ‘ 337 ‘ 0 ‘ I / 07 )= e
Y i i i Zw 44 (49) Richtigen 4 5 6 0,44
2,5 ) 0,5 : 6 My l0.00097) 18*10° |72*10° L -
Eigenschaften diskreter Verteilungsf. stetige Verteilungsfunktion
Die Verteilungsf. F einer diskreten Zufallsgrofie X besitzt folgende Eigenschaften : . X (Wahrscheinlichkeits )~
Sei X stetige Zufallsgrofie auf (Q, P): dichte yon F (x)

(1) Fist monoton steigend (Treppenf. )

(2) Fistrechtseitg stetig (F (x)=P(X <x)) (d.h. linksseitige Punkte gehoren dazu.) ()

(3) lim F(x)=0 lim F(x)=1
P vt

Die Verteilungsfunktion F (x)von X ist defeniert durch F (x)=P(X <x)

(2)  F(x)heift stetig, wenn F (x)die folgende Integraldarstellung besitzt : F(x):f f(t)*dt
(4) P(X=x)=F(x)-F(x_,) )

(5) Flx)= Y ()< Flx) [ £t

=y

X heifst dann stetig verteilt mit [ (t)=0 fiirallet€R

Summe und Produkt von Z-zahlen

Fiir die Verteilungsfkt. F (x) einer Sei F(x)= J [ (t)*dt stetige Verteilungsfunktion einer stetige Zufallsgrofe X es gilt : Summe;  (x+y)(w)=x(w)+y(w)
diskreten oder stetigen Zufallsgrofe gilt : c Produk: (xxy)(w)=x(w)*y(w)
Pla<X<b)=F(b)—F(a) (1) Es’gill.'jf(l)*dzzl (r+X)(w)=r(X(w))

(2) F'(x)=f(x)

Funktion einer ZufallsgroBe

E(X)=Erwartungswert stetige Verteilung :

u:E(x):i x,*P(X:xj):i xxf(x)) MZE(X):f xx f (x)*dx

| “Schwerpunkt

Sei X : w— Reiner Zufallsgrofe und g : w — R eine Funktion. Dann ist
2(x):Q-R, g(X)(w)=g (X (w))ebenfalls eine Zufallsgrife.

o—* po—gpR

glx)=gox
Erwartungswert einer Funktion g(x) Varianz
Sei X Q- R ZufallsgroBeund g :R— R eine Funktion. E(ax+b)=a*E(x)+b Sei pder Erwartungswertvon X. Die VarianzV (X ) von x ist defeniert durch:
Fiirdie Zufallsgrifieg (x): Q- R, g (x)(w)=g (x(w)) gilt. dtskrc:’teVertmlung: stetigeVertellung
" R X V(X)= —p)x =[ (x—ny
E(g()=3 g(x)ef (x) Elg(x)=J glx)+/ (x)ds 0= mwlFaf (=) PO (xmuPes s
- - f(x)=P(X=x,) o=V V(X)heift Standardabweichung von X.
Verschiebungssatz Erwartungswert von St 1 von Zufallsgréen
(1) Esgilt Varianzvon X = Erwartungswert V(X)=E((X —u))=E((X—-E(X))}) E(x+y)=E(x)+E(y) b Elinear
von y=(X—p)’ E(ax)=axE(x) . E linear
(2) Esgile V(X)=E(X")~w’=E(X")~(E(X)}
Die Ungleichung von Tschebyscheff und Folgerung Binomialverteilung
allsoxn. mit nur ohnisse. T—p, P Verteilungsfkt. :
P(\X—E(X)lzc)sl/(f() Siir jedes >0 (1) P(ufc<X<u+L')217V(X) fa pmltf1w2Er .AundA—BCfnoullzExpcrmmct,
¢ ’ e n— fache Ausfiihrung = Bernoulli Kette der Linge n. Flx) z (") p1-p)* x=0,
1 (1) Die W.—verteilung B(n, p): X)=s\k
A 0 SV (2) Plu=brr<X<utosrzi-ty r>0 sEm P o <0

B(n, p,k):=P(X=k)=("|xp'*(1-p)"*
n.p.k) ( ) (k) pei=p) summierte Binomialverteilung

4 ‘ 7 ‘ X =Anzahl der Treffer, p=Trefferwahrscheinlichkeit, n= Linge ‘
(1) IstxB(n,1/2)—verteiltsogilt P(X=k)=P(X=n—k) 0<k<n
H—c u+e (2) IstxB(n, p)—verteiltund Y B(n,1—p)—verteiltsogilt P(X =k)=P(Y=n—k)
(3) Die B-verteilung nimmt ihr max. im Intervall(n+1)% p—1,(n+1)* plan
Urnenmodell Sei X B(n,p)-verteilt es gilt
N=Kugeln; S=schw. Kugeln, N — S weifse Kugeln (1) E(X)=nxp
X =Anz der gez. schw. Kugeln bei n Ziehungen=binomialverteit (2) V(X)=n%p(1-p)
- s\, s\ -5

Px=s1=["\s pis(1=py—s=(n\[S)[1-5 p=

(X=s) (S)*p +1=p) (S N N N
Bernoullische Gesetz der groRen Zahlen Geometrischer Verteilung
PUH, —pl<e)>1— p(1 72[7) dh Tt P(H,—pl<e)=1 1 _p)S‘lT Zufallsgrofie heifst hypergeo. verteilt mit den Parameternunder S <N n<N wenn:

n* n—w

(1) w,={0...8} (2) P(X:s)zM $=0,..8

)
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Annaherung der hyperg. Verteilung durch Binomialvert.

pﬁrﬁzloundpzig,-h_. \S)A\n=s )
n N

Poisson Verteilt

Zufallsgrofie X heifit poissonverteilt mit den Parametern > 0(P(u)—verteilt)wenn:
(1) w.=N

m (Z)*p\(l—p)”’\ A XP(u)fverzeilH(;) ﬂ?f”
() @) Plub=P(x=k)= o @ vix=y
— Betriebsunfille pro Zeiteinheit — Ausschussstiickeeiner Produktionsserie
— Ankiinfte in Warteschlange je Zeitpunkt — Ausfall eines PCs pro Zeiteinheit
—Druckfehler pro Seite in Biicher —Schadensmeldungen bei Versicherungen
Anndherung der Binomialvert. durch Poissonvert. Gleichverteilung
X u=nkp +o0 [
und p=nx* pgilt || p (1= py o [L Bem.: | f(x)xdx=| ——x*dx=1
H pe (k)p( ») k! f(x)={b—a sa<x<h heifst gleichverteilt l[ {b;i b—ay
[ 0 , sonst X gleichverteilt > E (X )= ”V(X):( 2a
Expotentialverteilung Normalverteilung
Dichtefunktion : Verteilungsfunktion : E( X)—l B R (,,‘,)‘
Axe M x20 _l1=e x>0, . . . A o1 2\ b, (x)=———=x [\ 7 xar
f(x):[ 0 somst >0F(x)—| 0 ,wmt]hetﬁtaxponenttalvertmlt. V(X)—iv @0 (x) (”"ﬁ*ﬁ ! o2 i
3
Standartisierte ZufallsgroRe
Esgilt : X N(u,0%)—verteilt
XN (4, 0%)—verteilt — E(X)=u V(X)=0 . v ‘ P(|X—pl<ko)=2¢(k)-1
(1) wu(x)=; el
Zufallsgrofe X standarisiert, wenn E(X)=0 V(X)=1 Esgilt: _
P(x)=p(-x) 2 mww(ﬂ)
Eine N (0,1)—verteilte Zufallsgrife S ist standarasiertund heif3t Standartnormalverteilung : P(—x)=1—¢(x) g
D S PR B Plazx <b)=g| 2=H |- 42K
W(X)*‘/’o.\()‘)*ﬁe d)[x)’d)o.y(x)*vez:n:]; *dt () Plasx<b)=¢ T ¢ T
Anndherung der Binomialvert. durch Normal Summenproblem

_ PRV 72 W SRR H=n*p
B(n, p, k)=P(X=k) (k)*p(l r) JES

Fiir grofenund 0< p <1 gilt mit y=n* pund o’ =n* p*q

~1(k=nxp[

xel "M

1
X)me——
V21rknk pkg

2
*e
o2

B(n,p,k)~d,, (k)=

Faustformel : o’ =n* p*q>9

u=n*p

P(,\"SXSxZ)ZZ B(n,p,k) rrZZn*p*q

k=x,

Ist X eine B(n, p)—verteilte Zufallsgrofeund ist a x, x,€W ={0,.., N }

X B(n, p)—verteilt

sogilt fiir grofe nund beliebige p mit i=n* pund o> = n* p*q die Niherung :

(l) P(X,SXSXZ)Nd)(%*—OYS ,d)(w)
a—u+0,5

(2) P(Xsmp(

)

o
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